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はじめに

ドイツ人数学者の Clebsch は，100 年前に「弾性体の理論」(Theorie der Elasticität

fester Körper)を著している．長い間，この本は，弾性理論一般についてとりわけ変位に

ついて理解しやすい内容の本として好評であった．1880 年に出版された Saalschütz の

「荷重を受ける棒」(Der belastete Stab) は，線形だけではなく非線形範囲における棒の

変位を詳しく扱った最初の本である．ロシア人の Popovによる専門書「細い棒の非線形

力学」(Nonlinear problems in the statics of thin rods)が 1948年に出版されるまで，こ

の種の書籍は出版されていなかった．

学部生を対象にした材料の力学を扱った数多くの書籍が出版されているが，エンジニ

ア，物理学者および数学者向けのより高度な内容の本は少ない．そして，これらの高度な

本についてもそのごく一部が非線形変形について簡単に述べているだけである．そして，

一般的にいえば，非線形の曲げと棒のたわみについてはこれまではほとんど扱われておら

ず，19世紀に出版されたドイツ語の本を別にすればロシア語の Popovの本だけが入手可

能な状態となっている. 本書はこの隙間を埋めることを意図している.

本書は，大学高学年生と研究者のために書かれている．本書で扱っている問題の多くは

詳しく述べられているが，ある場合（それほど多くはないが）には最終結果だけが述べら

れている．多くの解法については，大学卒業程度の工業数学の知識および楕円関数と積分

の理解を前提としている．答えの誘導法が示されていない場合にはその導出法を詳しく述

べた参考文献が与えられてる．

1章では基礎式の導出を論じ，2章では片持ちはりについて，3章では両端支持はりに

ついて，4章では初期曲率を持つはりについて論じる．5章では，閉じた形の解が得られ

ていない問題を解析するための近似解法について説明する．最後に，6章は 3次元空間で

の非線形たわみについて紹介する．

著者は，この場を利用して，本書の最終稿を仕上げるに際して貴重な支援とご批評を

賜った，ニューサウスウェールズ大学の専任講師の F. E. Archer氏および土木工学科講

師 I. J. Somervaille 氏に感謝の意を表する．また，著者は，メルボルンのオーストラリア

連邦産業科学技術機構から許可を頂き，オーストラリア応用科学ジャーナルの図とデータ

を 2.5，2.8，3.1，3.3，4.7，4.10節に使わせていただいた．このことに謝意を表したい．

さらに，著者は，アメリカ機械学会（ASME）の応用力学学会誌の編集者と A. E. Seames

氏にもお世話になっている．4.12節および 5.8節に関連して，H. D. Conway教授に便宜

をはかってもらっている．そして，6.6節では，広範囲にわたって日本機械学会論文集の

ばねの解析の論文を利用させてもらった．この論文の著者の水野 正夫教授（慶応大学）に
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も感謝したい．

Ryde, New South Wales R. FRISCH-FAY

1962年 1月

訳者注：単位について� �
原著では，長さとしてインチ (in.)，力として重量ポンド (lb)の単位系を用いている．

これを，通常の SI単位系に換算するには

1 in.=25.4 mm

1 lb=4.54 N

とすればよい．

また，曲げ剛性 EI lb in.2 に関しては

1 lb in.2=28.704×103 Nmm2

となる．

なお，本書では，原著で用いられているインチボンド単位を SI単位へ換算し，その

結果をすべて括弧内に示している．� �
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第 1章

基礎方程式

1.1 線形変形と非線形変形について

荷重を受けるはりのたわみを求める際，通常はベルヌーイ・オイラーの法則（Bernoulli-

Euler’s law）が用いられる．この法則によれば，はりの任意点における曲げモーメント

は，その荷重によって生じる曲率の変化に比例する．たわみ曲線が式 s = f(φ) で与えら

れるなら，その基礎方程式は
1

r
=
M

EI
=
dφ

ds

となる．ここで，sはたわみ曲線に沿った長さ，φは位置 sにおけるたわみ角である．

直角座標における曲率は，次式（1.1）で表される．

1

r
= − d2y/dx2[

1 + (dy/dx)2
]3/2 (1.1)

ここで，負の符号は，下方向へのたわみを正として仮定した場合，x が増加するとたわみ

角 φ が減少するということにより説明される．曲げモーメントM は xの関数なので

M =
EI

r
= g(x) (1.2)

のように表すことができる．式（1.1）と式（1.2）を組み合わせると，2次の非線形微分

方程式を得る．通常の工学上の問題への適用にあたっては，たわみ角の 2乗 (dy/dx)2 は

1 に比べて小さいので無視し，曲げモーメントと曲率の関係式は線形化される．はりの

長さに比べてたわみが小さければ，すなわち，はりのたわみ曲線が緩やかであればこの

手法は正しい．はりの長さに比べてたわみが大きくなるような，細長いはりや針金など

についてはこの仮定が成り立たない．したがって，たわみ角の 2 乗を省略した初等的な

理論式は，大変形 あるいは大たわみ（large deflection）の計算に適用することはできな

い．この簡単な例を以下に示す．片持ちはりの先端に荷重 P を受けるときの自由端のた

わみ式 δ = Pl3/(3EI)を用いると，細長いはりではおかしな結果が生じる．つまり，は
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P
A B

x

y
ds dy
dx

図 1.1

りの長さが l =100 in.（= 2540mm）,荷重が P =1 lb（= 4.45 N）, そして曲げ剛性が，

EI =1000 lb in.2（= 2.8704×106 Nmm2）なら，たわみとして δ = 333 in.（= 8458

mm）を得る．これは，はりの長さの 3倍以上にもなっている．

弾性はりのたわみ曲線は J. Bernoulli によりはじめて研究され，彼はこの問題の解を

得るために，当時生まれたばかりの微積分学の手法を用いた．はりのたわみに関する最

初の研究論文は，Euler により発表された (1)．著書「弾性曲線について」（De Curvis

Elasticis）の付録において，もしもたわみが小さくなければ，曲率を表す式中の (dy/dx)2

は省略できないと Euler は説明している．自由端で垂直荷重を受ける片持ちはりに対し

て，彼は，Cy′′/
[
1 + (y′)2

]3/2
= Pxという関係式を見いだした．この式において，彼は

級数展開を行って積分して C = Pl2/(2l − 3f)/6f の関係を示した．ここに，f は自由端

のたわみである．括弧内の 3f を省略すると f = Pl3/(3EI)を得る．この 3f は，変形中

のモーメントの腕の長さの短縮を考慮したものである．

はりの変形は，Lagrangeにより「バネのたわみについて」（Sur la Force des Ressorts

Pliés）という名の論文でも研究された (2)．しかし，後に Planaによって指摘されたよう

にその解は誤っていた (3)．

不正確で時にはおかしな解が生じるほかに，はりの初等理論は，そのはりの変形前の形

状に垂直な方向以外のたわみに関しては答えを与えていない．このことは，図 1.1，すな

わち，荷重 P を受ける両端支持はりによって示される．

通常のたわみに関する理論では，ds ≈ dx および θ ≈ tan θ と仮定する．したがって，∫
dx ≈

∫
ds となるから，Bの転がり支点は Aに向かって移動しない．たわんだ後の曲線

は，もちろん直線 ABよりも長いが，そのたわみ曲線が平坦に近いなら（換言すると，dy

が 1次の微小量ならば），たわんだ後の弧の長さと直線の長さの差は 2次の微小量である．

このことは，通常の工学解析においては重要な意味を持ってる．なぜなら，荷重 P は y

方向だけに移動し，したがってたわんでいる間は荷重間の距離が変わらないからである．

この状況では，たわみはモーメントや荷重に関して比例している．このことは，重ね合わ

せの原理（principle of superposition）の基礎になっている．

たわみ角が増大するとともに，dx = dsという仮定の妥当性はより根拠を失っていく．

つまり，たわみ角が大きくなると，たわみはモーメントや荷重に関して比例せず，もはや

重ね合わせの原理が適用できないからである．したがって，大変形では最終的な変形に行
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P
A Bl l

C'

Ｃ

図 1.2

き着くまでの間この影響が積み重なることになる．大変形が生じるすべての場合におい

て，その問題ごとに解析する必要がある．というのも，最終的なたわみはすでに得られて

いるたわみの線形結合であるという仮定（線形性の仮定）のもとでは，大変形問題は解析

し得ないからである．

たわみと曲げモーメントの非線形関係は，自由端に荷重 P を受ける片持ちはりにより

簡単に例示できる．荷重の大きさをゼロから最終荷重までに少しずつ増加させると，自由

端は固定端の方向に近づく．それにより腕の長さが短くなるから，荷重が増えるのと同じ

割合では曲げモーメントは増大しない．

大たわみ状態下の力学系は，重ね合わせの原理を当てはめることのできない場合に限っ

たものではないことに注意をすべきである．たとえば，図 1.2に示す構造の節点 C は

CC ′ = δ = l
( P

AE

)1/3
に従ってたわむ．この式によれば，P と δ は非線形関係にある*1．

なお，この式は，secα = 1+ α2/2という近似式を用いているため微小変形の場合だけ

に成立する．

1.2 2階の非線形微分方程式．楕円関数と楕円積分

2階の線形微分方程式は，2つの線形独立な解，すなわちそれらが比例関係ではない解

を有している．したがって，y1 が解であり，また y2 も同じ微分方程式の解であるなら，

その任意の線形結合 y = Ay1 + By2 もまた解となる．ここで，A, B は任意定数であり，

境界条件から決定されるが，関数 y1, y2 は境界条件の影響を受けて関数形は変わること

はない．非線形 2階微分方程式の場合にも，定数 A, B は境界条件から決定されるが，そ

*1 訳注：BCの伸びは，l/ cosα− l = l(1/ cosα− 1)である．一方，BC’部材の軸力を Qとおくと，点
C′ での力のつり合いより 2Q sinα = P ∴ Q = P/(2 sinα)となる．部材 BC’にフックの法則を適用
すると

Q

A
= E

( 1

cosα
− 1

)
∴ P

2AE
= tanα(1− cosα)

ここで，cosα ≈ 1−α2/2（または secα ≈ 1+α2/2）, tanα = δ/lを代入すると，δ = l(P/(AE))1/3

を得る．
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れらの定数は単なる係数ではない．解 y は A, B の関数，すなわち，境界条件の関数であ

る (4)．

2階の非線形微分方程式に対する一般的な解法は存在しないが，ニュートンの方程式と

呼ばれるある種の式の場合には簡単な手順で解が得られ，それは楕円積分を含んだ形にな

る．ニュートンの方程式 (5)（Newton’s equation）は，従属変数の 2階の微分とその変数

の非線形関数を含んでいる．その式の形は

d2y

dx2
+ aΦ(y) = 0

である．

楕円積分（elliptic integral）という名は，以下の積分，すなわち∫
dx√
X
,

∫
x2dx√
X
,および

∫
dx

(x− b)
√
X

を指し示すために Legendre により用いられた．ここで，X は，xの 3次もしくは 4次式

である．これらの式は，第 1種，第 2種および第 3種の楕円積分と呼ばれている．楕円

積分や楕円関数については，Cayley(6) や Hancock(7) らによるわかりやすい著書がある．

また，簡潔にまとめられた Bowman (8) による著書もある*2．楕円関数や楕円積分の数表

は，Milne-Thomson(9)， Pearson(10) および Jahnke と Emde(11) らによって示されて

いる．

目下の議論では，6 章を例外として，第 1 種および第 2 種の楕円積分だけが重要であ

る．適切な変数変換をすることにより，これらの積分は∫ x

0

dx

[(1− x2)(1− p2x2)]
1
2

,

∫ x

0

(1− p2x2)
1
2 dx

(1− x2)
1
2

と表される．x = sinϕ とおけば，以下の第 1種の楕円積分（elliptic integral of the first

kind）に関する Legendreの標準形（Legendre’s standard form）を得る．すなわち

F (p, ϕ) =

∫ ϕ

0

dϕ

(1− p2 sin2 ϕ)
1
2

第 2種の楕円積分（elliptic integral of the second kind）についても

E(p, ϕ) =

∫ ϕ

0

(1− p2 sin2 ϕ)
1
2 dϕ

を得る．

F (p, ϕ)は母数（modulus）pおよび積分上限 ϕの関数である．ここで，

u =

∫ ϕ

0

dϕ

(1− p2 sin2 ϕ)
1
2

= F (p, ϕ)

*2 訳注：楕円積分を扱った和書として，戸田 盛和 著，楕円関数入門，日本評論社（2001）がある．この著
書は，楕円積分が必要となる物理現象と結びつけた説明があり読みやすい．
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とおき，pを一定とみなし，uの逆関数を，ϕ=am u (uの振幅（amplitude）) と表す．

したがって

x = sinϕ = sin am u = sn u,

(1− x2)
1
2 = cosϕ = cos am u = cn u,

(1− p2x2)
1
2 = ∆ϕ = ∆ am u = dn u

となる．ここで，sn u, cn u, および dn u は Jacobi の楕円関数（Jacobi’s elliptic

function）である．xと楕円関数の関係は，三角関数との対比を行えば容易に理解できる．

したがって

u =

∫ x

0

dx

(1− x2)
1
2

= sin−1 x

一方で

u =

∫ x

0

dx

[(1− x2)(1− p2x2)
1
2 ]

= sn−1x

と表される．

積分の上限に x = 1を代入すると

u =

∫ 1

0

dx

(1− x2)
1
2

= sin−1 1 = π/2

となる．また

u =

∫ 1

0

dx

[(1− x2)(1− p2x2)]
1
2

=

∫ π/2

0

dϕ

(1− p2 sin2 ϕ)
1
2

= F (p, π/2) = K(p)

となる．ここで，K(p)は第 1種の完全楕円積分（complete elliptic integral of the first

kind）であり，その値は pだけに依存する*3． p = 0なら，K(0) = π/2であり，上に示し

たように三角関数の sinと楕円関数の snは同じである．同様に，p = 0なら，cosu = cn u

であり，p = 1なら，

sn u = tanh u,

cn u = sech u = dn u

となる．

第 2種の完全楕円積分（complete elliptic integral of the second kind）は，

E(p, π/2) =

∫ π/2

0

(1− p2 sin2 ϕ)
1
2 dϕ = E(p)

により定義される．楕円積分 E, F は，p = 0, p = 1のときだけ閉じた解を持っている．

そのほかの場合には，級数展開などにより積分が評価される (12)．

*3 訳注：この完全楕円積分に対して，積分の上限が ϕとなっていて，積分値が pだけではなく ϕにも依存
している場合を不完全楕円積分と呼ぶ．
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P

A

h

x

B' C

C'

y O

dy
dx

ds

B(x,y)
s

図 1.3

1.3 垂直方向の荷重を受ける柱

下端が固定され，先端で荷重 P を受ける柱を考えよう．その柱が十分に「しなやか」な

らば図 1.3のような変形をするだろう．曲げ剛性 EI は一定とし，以下での議論ではこの

仮定が成り立つものとする．

点 B(x, y) における荷重 P による曲げモーメントは，M = −Py = EI/r と表される

ので

y = −EI
Pr

= − 1

k2r
(1.3)

となる．ここで，k = (P/EI)
1
2 であり，rは曲率半径である．1/rに関する厳密な式を用

いると，

y = − d2y/dx2

k2
[
1 + (dy/dx)2

]3/2 (1.4)

を得る．この式の両辺に dy/dxを乗じて xに関して積分すると，式（1.4）は

y2 =
2

k2
[
1 + (dy/dx)2

] 1
2

+ C (1.5)

となる．図 1.3より dx/ds = cos θ であり，したがって
[
1 + (dy/dx)2

] 1
2 = 1/ cos θ とな

るから，式（1.5）は

y2 =
2

k2
cos θ + C =

2

k2
[
1− 2 sin2(θ/2)

]
+ C (1.6)

と簡単になる．さらに，定数

h2 =
2

k2
+ C (1.7)
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を導入すると

y2 = h2 − 4

k2
sin2(θ/2) (1.8)

となる．

固定端 Aでは θ = 0なので，y = h = AOとなる．また，y2 は正であるため，式（1.8）

の解は hと k の相対的な大きさに依存する．

はじめに，h2 < 4/k2 と仮定する．そこで

h2 = 4p2/k2 (1.9)

を導入する．ここで，p < 1であり，ϕを

sin(θ/2) = p sinϕ (1.10)

を満たすように選ぶ．すると，式（1.8）は

y = h cosϕ (1.11)

と変形される．

dy/dϕ = −h sinϕ, dy/ds = sin θ に注意して微小長さ dsを求めると，

ds = − hdϕ

2p(1− p2 sin2 ϕ)
1
2

= − dϕ

k(1− p2 sin2 ϕ)
1
2

(1.12)

を得る．ここで，図 1.3に示すように θは負であり，したがって ϕも負となる．式（1.12）

の負号は，sが増えると ϕが減少することを意味している．dsに関して 0から sまで積

分し，負号を無視すると

s =
1

k

∫ ϕ

0

dϕ

(1− p2 sin2 ϕ)
1
2

=
1

k
F (p, ϕ) (1.13)

となる．この式には未知量である pおよび ϕが含まれている．この式中の母数 pは，曲

げ変形を生じても柱の長さが変わらないという仮定から計算できる．すなわち

L =
1

k

∫ π/2

0

dϕ

(1− p2 sin2 ϕ)
1
2

=
1

k
K(p) (1.14)

という関係である．ここで，積分範囲は図 1.3 の第 1 象限において，ϕ が AO から C′O

まで掃き出すように選ばれる．また，式（1.10）より

p =
sin(θ/2)

sinϕ

であるから，点 Cにおける傾きは

sin(γ/2) = p (1.15)

と求められる．
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この式は，柱のたわみを決定する母数 pと端部のたわみ角 γ との基本的な関係を示して

いる．式（1.14）から pが決まり，点 Bにおけるたわみ角が sの関数として決定される．

式（1.13）を ϕについて解いたのち，式（1.10）から θが得られる．楕円関数を用いると

点 Bにおける接線の角と ABの弧長の関係は

sin(θ/2) = p sn ks (1.16)

と求められる．ここで，sn の係数は pである．柱の水平方向のたわみは

AO = h = 2p/k

であり，点 Bの y 座標は

y =
2p cosϕ

k
=

2p

k
cn ks (1.17)

であり，点 Bにおける曲げモーメントは，

M = −yP = −2pkEIcn ks (1.18)

となる．

次に点 Bの垂直座標を考える．

dx = ds cos θ = ds(1− 2p2 sin2 ϕ) (1.19)

に注意し，式（1.12）から得られる dsを式（1.19）に代入すると

dx =
(1− 2p2 sin2 ϕ) dϕ

k(1− p2 sin2 ϕ)
1
2

となり，これを積分して，

x =
1

k

∫ ϕ

0

dϕ

(1− p2 sin2 ϕ)
1
2

− 2p2

k

∫ ϕ

0

sin2 ϕ dϕ

(1− p2 sin2 ϕ)
1
2

を得る．上式の右辺の 2番目の積分項は[
F (p, ϕ)− E(p, ϕ)

]
/p2

に等しい．そこで，点 Bの垂直変位は

x = 2E(p, ϕ)/k − F (p, ϕ)/k (1.20)

と求められる．

式（1.20）の積分項の上限に π/2を代入すれば，たわみ COに関して

v = 2E(p)/k − L (1.21)

と得られる．
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付図 1

ここまで説明したように，柱の変形の解析の第一歩は p を計算することである．そして

変形後の任意点の位置は，式（1.13），（1.11）および（1.20）を解くことによって求めら

れる*4．

図 1.3に示すような変形を引き起こすのに必要な力は

P = EIK2(p)/L2 = 4PcrK
2(p)/π2

となる．ここで，Pcr = π2EI/(4L2)であり，Euler の座屈荷重（Euler’s critical load）

である．

もしも，図 1.4(a)に示すような Aに関して上下対称な柱 ABCの変形を考えるとすれ

ば，図 1.4(b) のような両端に荷重 P を受ける長さ 2L の棒 CD の変形形状を得る．ま

た変曲点（point of contraflexure）C，D で同様の棒をつなぎ合わせるとするなら，図

1.4(a)，(c)に示す波状エラスティカ（undulating elastica）と呼ばれる一連の弾性曲線を

得る．しかしその 2つのなかで，図 1.4(c)だけが安定である．

図 1.3において荷重 P を次第に増加すると，垂直変位や水平変位が増大する．しかし，

点 Cの水平変位の最大点をとる荷重 P が存在するに違いない．荷重をこの値以上に増や

すと点 Cは引き込まれるようになる．

*4 訳注：実際には，1)式（1.15）の γ に任意の値を与えて pを求める，2) この pを用いて式（1.14）より
無次元荷重 kLを求める，3)以上で得られた p, kLを用いて，式（1.17）および式（1.20）をもとに，ϕ
を 0∼π/2まで変化させて無次元座標 x/L, y/L を求める，という計算手順が簡単である．すなわち，柱
の先端のたわみ角 γ に任意の値を与え，その後に無次元荷重 kL を求めて変形座標を計算するという手
順である．この方法によって求めた柱の変形図を付図 1に示す．
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A
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B P

P
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P

P

C

DD

(a)

(b)
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図 1.4

A

max 0.807h L

1.74 crP P

C

0.196L

図 1.5

この荷重 P を求めるために，図 1.5 に示すように h/L は最大値をとらねばならない．

そこで

h/L = 2p/K(p) ≡ ζ(p), d[ζ(p)]/dp =
[
2K(p)− 2pK ′(p)

]
/K2(p)

となるので，h/Lが最大値となるには

K(p) = pK ′(p) = B(p)p2/(1− p2)



1.3 垂直方向の荷重を受ける柱 11

1.56L

0.291L 0.489L

P

P=2.19Pcr

A
CD

E

β

φ

γ
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図 1.6

という関係が必要である．ここで，

B(p) =

∫ π/2

0

cos2 ϕ dϕ

(1− p2 sin2 ϕ)
1
2

である．この条件式は，p = 0.837 のときに満たされ，したがって hmax = 0.807L であ

り，P = 1.74Pcr のときに最大値を得る．

長さ 4Lの針金が，図 1.6のような弾性変形形状のように曲げられた場合を考える．そ

の針金のつり合い状態を保っているときの形状や力を求めるためには，

v = 2E(p)/k − L = 0

と考えればよい．この方程式を解けば p = 0.908 となり，したがって h = 0.78L，および

P = 2.19Pcr を得る．長さ DEを求めるには，点 Eで θ = π/2に注意すればよく

sinϕE =
sin(π/4)

p
= 0.779

を得る．また，この結果を式（1.11）および式（1.20）に当てはめると CD=0.489L,

ED=0.257Lとなる．

1.4 無限長の棒
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図 1.7

前節では，h2 < 4/k2 の仮定のもとで弾性棒の変形を調べた．もしも，h2 = 4/k2，す

なわち p = 1が成立するとすれば，式（1.14）より

L =
1

k

∫ π/2

0

dϕ

(1− sin2 ϕ)
1
2

=
1

k

∫ π/2

0

secϕ dϕ

=
1

k

[
ln tan(π/2)− ln tan(π/4)

]
= ∞

(1.22)

また，式（1.9）から
h = 2/k = 2

√
EI/P (有限値) (1.23)

となり，また，v = 2E(p)/k − L = −∞ を得る．同様な考察をすると

s =
1

k

∫ ϕ

0

dϕ

cosϕ
=

1

k
ln tan(ϕ/2 + π/4) =

1

k
(λϕ)

したがって，たわみ角と弾性棒の長さの関係は，ϕ = θ/2 = gd ks となる．

ここで，λ(ϕ) はラムダ関数（Lambda function）であり，その逆関数である gd ks は

ksを引数とするグーデルマン関数 （Gudermann function）である．この 2つの関数に

ついては，読者は応用解析学の教科書，たとえば Hancockの教科書を参照されたい (13)

*5．

*5 訳注：グーデルマン関数は gd x =

∫ x

0

dt

cosh t
= arcsin(tanhx)で定義される．また，グーデルマン関
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ϕ = θ/2で表された点の垂直座標を求めるために，波形エラスティカについて誘導した

式において，p = 1とおくと，

x =
1

k

∫ ϕ

0

dϕ

cosϕ
− 2

k

∫ ϕ

0

sin2 ϕ dϕ

cosϕ

=
2 sinϕ

k
− ln tan(ϕ/2 + π/4)

k

を得る．

ϕが π/2に近づくと θは π になり，それゆえ v は∞ に近づく．このことは，図 1.7の

輪から 2つの分岐が垂直軸に漸近することを示している．この場合に物理的に重要なこと

は，棒が無限に長いにもかかわらず有限な水平変位が生じていることである．

1.5 ノーダルエラスティカ

もしも，式（1.8）において h ≤ 2/k なら，xのある値で yはゼロになるだろう（h = 2/k

のときに x = ±∞ で yがゼロになっているため）．y = −1/(k2r) という関係式（1.3）か

ら 曲率は y の増加とともにゼロになることがわかるから，変形曲線が x軸を横切るとき

はいつも変曲点が生じることは明らかである．一方で，h > 2/k のときには，y と曲率は

ゼロになることはない．別な言い方をすれば変曲点は生じないともいえる．

まず，
4/k2 = h2p2, (p2 < 1)

とおく．したがって，式（1.8）より

y = h
[
1− p2 sin2(θ/2)

] 1
2 (1.24)

p2 < 1なので，θの任意の実数値に対して，y はある一定値を持つ．次の関係，すなわち

sinϕ = p sin(θ/2) (1.25)

を満たすパラメータ ϕを導入すると，式（1.24）は

y = h cosϕ (1.26)

となる．

また，
dy

dθ
= − hp2 sin θ

4
[
1− p2 sin2(θ/2)

] 1
2

数の逆関数（一般には逆グーデルマン関数又はランベルト関数と呼ばれる．ここでは，このグーデルマ
ン関数の逆関数をラムダ関数と称している）は，区間 (−π/2, π/2) において、次のように与えられる．

λ(x) =

∫ x

0

dt

cos t
= ln tan(π/4 + x/2)．
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および

sin θ =
dy

dθ
· dθ
ds

の関係を用いて，

ds = − hp2d(θ/2)

2
[
1− p2 sin2(θ/2)

] 1
2

を得る．したがって，弧長は

s = −hp
2

2

∫ θ/2

0

d(θ/2)[
1− p2 sin2(θ/2)

] 1
2

= −hp2F (p, θ/2)/2 (1.27)

となる．ここで，負号は，固定端から自由端に進むにつれて θは減少することによる．し

たがって以下の議論では，sは正をとる．

xを求めるために，以下の関係式に着目する．

dx = cos θds =
[
1− 2 sin2(θ/2)

]
ds

=
hp2d(θ/2)

2
[
1− p2 sin2(θ/2)

] 1
2

− hp2 sin2(θ/2)d(θ/2)[
1− p2 sin2(θ/2)

] 1
2

（ここで，dsの負の符号は省略している．）この式を積分すると

x = hp2F (p, θ/2)/2− hp2
∫ θ/2

0

sin2(θ/2)d(θ/2)[
1− p2 sin2(θ/2)

] 1
2

= hE(p, θ/2)− h(1− p2/2)F (p, θ/2)

(1.28)

を得る．

式（1.24）から，ymax = h, ymin = (1 − p2)
1
2 となること，そして，ymin は θ = π で

生じることがわかる．また，ymax, ymin ともに同符号だから y がゼロになることはない．

したがって，荷重 P は直接はりに作用させることはできない．なぜなら，そのような P

が作用すれば，y = 0 となるからである．そこで，このような荷重状態は，モーメント

Ph cosϕ と荷重 P が作用する剛体棒を通じてのみ実現できる．この様子を図 1.8に示す．

このときの弾性変形形状をノーダルエラスティカ（nodal elastica）（または結節エラス

ティカ）と呼ぶ．図 1.8は ϕが π/2に達しないことを示している．したがって完全楕円

積分を用いることはない．はりの長さ sおよびM , P が与えられたなら，式（1.24）より

e = y = 2
[
1− p2 sin2(θ/2)

] 1
2 /(pk)

となる．ここで，e = M/P である．この式と式（1.27）とを組み合わせると，pと θ を

未知数とする方程式を得ることになる．しかし，まだ曖昧な場合が残っている．図 1.8

において，剛体レバーが (b)，(c) の位置にあるときの曲げモーメントが同じならば，

点 C および点 D におけるたわみ角は，それぞれ π − α , π + α である．これらの値を



1.5 ノーダルエラスティカ 15

maxyh

P

y A

x

O

B

2
min 1y h p

max

1
max sin p

1
B sin sin

2
Bp

B

( )c

( )b

( )a

B

G

D

C

P

P

図 1.8

式（1.24）に代入すると，両方の場合ともに sin2(θ/2) は同じ値を持つ．図 1.8 の長さ

ABCGは，ノーダルエラスティカの 1周期の半分の長さであること，そしてその長さは，

Lπ = hp2F (p, π/2)/2 = pK(p)/k であることに留意しよう．式（1.27）は，棒の長さが

ABCGより短い場合のみに適用可能である．もしも，つり合い状態が変形形状 ABCGD

を必要とするなら，ノーダルエラスティカを最大限に回転させたところまで追跡し，この

長さから失っている部分を差し引く必要がある．したがって，点 Aから測ったノーダル

エラスティカの長さが L2π = 2pK(p)/k であるから

L = ABCGD = L2π − hp2F (p, θD/2)/2 (1.29)

となる．

図 1.8に示した 3通りの荷重位置のどれもが，はりを AB，ABCおよび ACBCDの重

なる位置に保つことができることに留意すべきである．さらに，はりが (a) の位置（図

1.8参照）でつり合いを保つかどうかを前もって誰も予測することができない．したがっ

て，力および曲げモーメントを受けるはりの解の正しい式を求めるには，試行錯誤法によ

るしかない．また，正しい解は，pが実数の場合のみである．
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l

P

P
T

図 1.9

曲げモーメントについては

θ/2 = am(ks/p),

sin(θ/2) = sn(ks/p),

cos(ϕ) =
[
1− p2 sin2(θ/2)

] 1
2 = dn(ks/p)

より
M

EI
=
Ph cosϕ

EI
=

2k

p
dn(ks/p)

を得る．

1.6 キルヒホッフの運動的類似.振り子

図 1.3に示した柱の任意点 (x, y)における曲げモーメントについては，

EI
dθ

ds
+ Py = 0

あるいは，k =
√
P/EI として

d2θ

ds2
+ k2 sin θ = 0 (1.30)

という微分方程式を得た．

さて，図 1.9に示した単振り子（simple pendulum）を考えると，その運動は

d2θ

dt2
+
g

l
sin θ = 0 (1.31)



1.6 キルヒホッフの運動的類似.振り子 17

で表される．式（1.30）と式（1.31）は形式的に同一である．このことは最初に Kirchhoff

によって指摘され，キルヒホッフの運動的類似（Kirchhoff’s kinetic analogy）と呼ばれ

ている (14)．この理論に従えば，エラスティカのたわみ角は，重力の作用のもとで振り子

が左右に振動するときの振れ角と同じである．

単振り子と細長い弾性棒の変形とを比較するために，長さが lで重さを無視できる棒を

考えよう．この棒は一端からつり下げられ，他端には重りが取り付けられているものとす

る．この振り子は重力を受けて自由に動く．時刻 tにおける速度を v とし，θ を垂線と棒

のなす角とする（図 1.9参照）．重りを静止状態から速度 v0 で押し出すものとすると

(v)t=0 = v0, (θ)t=0 = 0

となる．

運動エネルギーと位置エネルギーとは等しいから

(v20 − v2)/2 = gl(1− cos θ)

すなわち
v2 = v20 − 4gl sin2(θ/2) (1.32)

v = ldθ/dtに留意し，ω2 = g/lとおくと，式（1.32）は(
dθ

dt

)2

= 4ω2

(
v20
4gl

− sin2(θ/2)

)
(1.33)

となる．この非線形方程式の解は，v20 と 4glの大きさの比に依存している．

重りの質量をmとすると，位置エネルギーの最大値は 2mglである．もしも

mv20/2 < 2mgl

すなわち
v20 < 4gl

ならば，重りは高さ 2l には届かずに振動する．また，p2 = v20/(4gl)とおけば p2 < 1 と

なり，振り子の振幅を γ とおけば，境界条件は (v)θ=γ = 0と表される．式（2.32）の θ

や v にこれらの式を用いると

p2 = v20/(4gl) = sin2(γ/2)

と表される．

dθ/dtは θ = ±γ の位置で符号を変えるから，式（1.33）より

ωdt = ± dθ

2
[
p2 − sin2(θ/2)

] 1
2

(1.34)
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となる．次に，sin(θ/2) = p sinϕ = sin(γ/2) sinϕ とおく．そうすると，θ が +γ から

−γ に変化するとき，ϕは +π/から −π/2の間を振動する．tを ϕの関数として表して式

（1.34）を整理すると

ωdt = ± p cosϕ dϕ

cos(θ/2)(p2 − p2 sin2 ϕ)
1
2

= ± dϕ

(1− p2 sin2 ϕ)
1
2

(1.35)

を得る．また，ヤコビの楕円関数を用いると

sinϕ = sn ωt,

sin(θ/2) = p sn ωt,

dθ/dt = ±2pω cn ωt

 (1.36)

と表される．ここで，楕円関数の母数は pである．

振幅が θ = 0から θ = γ まで，そしてその後 −γ まで振れ，θ = 0 に戻るのに要する時

間が周期 T となる．これより

ωT = 4ω

∫
dt = 4

∫ π/2

0

dϕ

(1− p2 sin2 ϕ)
1
2

すなわち
T = 4K(p)/ω (1.37)

となる．γ が小さければ (γ =0◦ ∼ 5◦) K ≈ π/2となり，振幅の小さい場合の周期は

T = 2π/ω = 2π

√
l

g
(1.38)

となる．

式（1.36）および式（1.37）を式（1.16）および（1.14）と比較すると，L = T/4, k = ω

と置くとそれらは同一の式となる．また，振り子に対する tは，波状エラスティカの sと

同じ意味を持っている．さらに，図 1.9における 2つの γ が等しければ，振り子と柱の係

数が同一になることがわかる．式（1.14）および式（1.37）の相似性を図 1.10に示す．L

を図 1.10(b)の柱 ABの長さとし，T = 2π(l/g)
1
2 を図 1.10(a)の振り子が微小振幅で振

れるときの周期とすると

L : L1 : L2 : L3 : · · · = T : T1 : T2 : T3 : · · ·

が成り立つことがわかる．ここで，L1, L2, · · · ,は点 Aおよび点 Bで支持され，端点にお

ける傾斜角 γ1, γ2, · · · ,を持つ細長い棒の長さである．また，T1, T2, · · · , は振幅 γ1, γ2,

· · · ,を持つ振り子の周期である．
さらに初速 v0 を増やすと，重りの運動エネルギーが位置エネルギー 2mgl に等しい段

階に達する．これは

v20 = 4gl あるいは，p2 = v20/(4gl) = 1
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図 1.10

のときに生じる．式（1.37）で p = 1を代入すると

T = 4
[
ln tan(π/2)− ln tan(π/4)

]
/ω = ∞ (1.39)

このため，棒は決して垂直位置に到達することはない．このときの角速度は，ω = dθ/dt

= 2ω sech ωt = 2ω(1/ sinhωt)となる．関数 y = sech ωtは時間 tの増加とともに減少

して，最終的には t軸に漸近する．換言すれば，無限時間経過すると角速度はゼロになる

とも言える．

さらに v0 を大きくすると振り子は回転するようになる．この場合には，

T = 2pK(p)/ω,

θ/2 = am(ωt/p),

ω = dθ/dt = +2ω dn(ωt/p)/p

 (1.40)

となる．これらの結果は
p2 = 4gl/v20 < 1

のときに得られる．

この式から v20 が無限に大きくなると p はゼロになることがわかる．p = 0 のとき dn

は 1となるから，振り子は 2ω/pの速さで無限大に近づく．しかし，pが小さな値の場合

には dn はほぼ 1となるから，振り子は一定の速さで振れ，その周期は

T = πp(l/g)
1
2 (1.41)

となる．
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表 1.1 エラスティカと振り子の比較

エラスティカ 振り子

波状

ϕ = am ks

振動

ϕ = am ωt

sin(θ/2) = p sn ks sin(θ/2) = p sn ωt

M/EI = 2pk cn ks ω = dθ/dt = ±2pω cn ωt

L = K(p)/k T = 4K(p)/ω

無限長棒

ϕ = gd ks

v20 = 4gl

ϕ = gd ωt

sin(θ/2) = tanh ks sin(θ/2) = tanh ωt

M/EI = 2k sech ks ω = dθ/dt = 2ω sech ωt

L = ∞ T = ∞

ノーダル

θ/2 = am(ks/p)

回転

θ/2 = am(ωt/p)

sin(θ/2) = sn(ks/p) sin(θ/2) = sn(ωt/p)

M/EI = (2k/p) dn(ks/p) ω = dθ/dt = (2ω/p) dn(ωt/p)

L2π = (2p/k)K(p) T2π = (2p/ω)K(p)

弾性棒と振り子についての 3種類の類似性を表 1.1に示す．ノーダルエラスティカの長

さ L2π は，棒の完全な回転を表す．同じく周期 T2π は回転する振り子の周期を表す．無

限長棒に対応する振り子は，振動も回転もしない．重りは最も低い位置から動き出し，無

限大の時間を要して頂点の位置に達する．

1.7 圧縮力を受ける棒のたわみ (15)

座屈に関する線形理論によれば，図 1.11に示す柱は，P < Pcr なら真直ぐなままであ

り，P > Pcr のときには，小さなたわみ δ が生じるがその大きさは未知である．P > Pcr

の場合には線形理論では解が求められない．

しかしながら，実験結果は，荷重が臨界荷重（critical load, Pcr = π2EI/l2），または

座屈荷重を超えても細長い柱には横方向にある一定の大きさのたわみが生じていることを

示している．以下，変位 δ を荷重 P によって表す式を求めよう．任意位置 sにおけるた

わみ y を sの関数，すなわち y = f(s) と表わす．この式を sで 2階微分すると

d2y

ds2
= −k2y cosϕ (1.42)

ここで，ϕは弾性曲線のたわみ角，k2 = P/(EI)である．ここで以下の近似式

cosϕ ≈ 1− ϕ2/2, ϕ ≈ sinϕ = dy/ds = y′

を代入すると
y′′ + k2y = k2(y′)2y/2 (1.43)
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を得る．式（1.43）の右辺は y の 3次式となっているので，y の近似式としては十分であ

る．ここで我々は線形理論を手がかりとし，

y = c sin(πs/l) (1.44)

をたわみを表す式と仮定する．境界条件を満たすためには，(y)s=0 = 0, (y)s=l = 0,

π/l = k すなわち P = Pcr でなければならない．しかしながら座屈後の形状では，P と

Pcr にはわずかな相違があり，また π/lと k にも同様にわずかな相違がある．この違いを

考慮して π/l = k0 とおくと，式（1.43）の右辺は

(c3k40 cos
2 k0s× sin k0s)/2 = c3k40(sin k0s+ sin 3k0s)/8

となる．したがって，式（1.43）は

y′′ + k2y = c3k40(sin k0s+ sin 3k0s)/8 (1.45)

となる．これを解くと
y = c sin k0s+ c1 sin 3k0s (1.46)

ここで，

c2 =
8(k2 − k20)

k40
=

8l2

π2

( P

Pcr
− 1
)
, c1 = −k

2
0

64
c3

であり，c1 は k2 ≈ k20 と近似して得られる．
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式（1.46）から，δ は
δ = (y)s=l/2 = c− c1

と得られる．cを 1次の微小量と仮定すれば c1 は 3次の微小量となるから，十分な精度

を持って

δ = c = 0.900l

(
P

Pcr
− 1

) 1
2

(1.47)

とすることができる．したがって，もしも，P = 1.01Pcr なら δ = 0.09l, P = 1.05Pcr

なら δ = 0.20lとなる．

式（1.46）は，座屈後の柱の変位が正弦曲線からどのようにそれるかを示している．柱の

両端に向かうにつれて，たわみはより小さくなる一方で，柱の中央ではたわみは式（1.44）

で仮定したものよりも幾分大きくなる．

P > Pcr のときの柱の横方向変位の解析については，楕円積分を用いることもできる．

例えば，図 1.3を考える．図 1.3に示されたたわみを引き起こすのに必要な力は

P = EIK2(p)/L2 = 4PcrK
2(p)/π2 (1.48)

となる．K(p)は π/2以下の値はとり得ないので，式（1.48）は，点 Aで固定され垂線と

は異なるたわみ曲線を得るには P > Pcr でなければならないことを示している (16)．

K(p)は以下のように pのべき乗で展開される．

K(p) =
π

2

[
1 +

(
1

2

)2

p2 +

(
1 · 3
2 · 4

)2

p4 +

(
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

)2

p6 + · · ·

]

水平方向のたわみが小さいときには，γ と pともに小さな値をとる．K(p)の級数の最初

の 2項をとり，pを求めると

p = 2
[
2K(p)/π − 1

] 1
2

となる．また，柱の水平変位が h = 2p/k であることを考慮すると，式（1.9）より

h =
8L

π

[√
(1/n)− (1/n)

] 1
2 (1.49)

を得る．ここで，n = P/Pcr である．もしも，P が Pcr より僅かに大きい値であるとす

ると，∆ = n− 1として

h =
8L

π

√
(∆/2) (1.50)

となる．

式（1.49）より，(dn/dh)n=1 = 0であることがわかる．したがって，n と hの関係を示

すたわみ曲線の接線は，n = 1のときに h軸に平行である．この関係を図 1.12に示す．
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式（1.50）を用いると，

∆ = 0.001に対して h/L = 0.055

∆ = 0.01に対して h/L = 0.17

となる．これらの結果は，K(p) ≈ π/2 + πp2/8という近似式に基づいている．∆がより

大きくなると，この結果はもはや十分に正確とはならなくなる．なお，先端のたわみ角は

γ =

(
dy

dx

)
x=l

= δ
π

2l
(1.51)

となる．

図 1.13に示すように，はりの座屈理論ではたわみは y = δ[1− cos(πx/(2l))] により求

められる．ここで，δ ははりの先端における不静定（statically indeterminate）たわみで

ある．正確な水平たわみは

h =
2p

k
= 4L

sin(γ/2)

π
= γ

2L

π
(1.52)
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である．ここで，γ が小さければ，P = Pcr，l ≈ Lである．

座屈の近似理論では，y′′ = 1/rを仮定し，Pcr は柱をわずかに座屈した形状（これは不

静定量である）を保つものと定義している．この横方向のたわみに対して確たる解を与え

られないこの理論の欠点は，1/r に対して厳密な表現をすることにより克服できる．座屈

の近似理論の結果とは逆に，これまで荷重とたわみの間に一意の関係があることを示して

きた．それゆえ，臨界荷重を得る判断基準について以下に述べる．

図 1.13に示すように，曲がってもその形状を支えられる垂直な柱に荷重 P が負荷され

た場合を考える．P をゆっくりと減少させると，柱はまっすぐに戻っていくだろう．その

柱が元のまっすぐな形に戻ったとき，荷重 P は臨界荷重に等しい．換言すれば，Pcr は，

通常の定義である「下から」ではなく，「上から」得られる．「下から」である場合には，

Pcr では無限の数のつり合い位置（まっすぐな場合も含むが）が存在する．一方で，厳密

な理論によれば，まっすぐな柱は，Pcr に対する唯一の形であることになっている．もし

も，荷重が臨界荷重よりも大きい（P > Pcr）場合には，座屈の近似理論では，まっすぐ

な形が唯一のつり合いであると示すことができるが，そのつり合いは不安定である．しか

し，厳密な理論では，P のそれぞれの大きさに対して，一意な横方向のたわみを持つ安定

なつり合い位置を得ることができる．

P > Pcr なる荷重を負荷した際の柱の変形については，図 1.3に示した．しかし，この

変形形状は，変形する柱に対する唯一のたわみ形状ではない．Saalschuetz(17) によれば，

図 1.14に示した柱のたわみ形状を支配する式は

v =
[
2E(p)− 2E(p, ϕ0)−K(p) + F (p, ϕ0)

]
/k,

h =
2p

k
cosϕ0

 (1.53)

である．ここで，pと ϕ0 は

p sinϕ0 = 0,

K(p)− F (p, ϕ0) = kL

}
(1.54)

を満たす必要がある．

式（1.54）によれば，p = 0か sinϕ0 のどちらかの解を得る．もしも，p = 0なら柱は

変形しない．また，sinϕ0 の解を考えれば，ϕ0 = 0か ϕ0 = −nπ (n = 0, 1, 2, 3, · · · )を
得る．したがって，式（1.53）および（1.54)は

v =
[
2(2n+ 1)E(p)− (2n+ 1)K(p)

]
/k,

h = 2p/k,

kL = (2n+ 1)K(p)

 (1.55)

となる．K(p)の最小値は p = 0のときに生じ，その大きさは π/2である．もしも p ̸= 0

の場合すなわち柱が変形する場合を考えると，式（1.55）の第 3式において，n = 1, 2, 3,

などと置いて pを求めることができる．図 1.14に示したとおり，長さ Lと曲げ剛性 EI
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図 1.15 Malkin(18) に基づく

を与えた柱は，その変形形状に応じて異なる荷重 P を支えることができる．柱の変形形

状は
x =

{
2E(p, ϕ)− F (p, ϕ) + 2n[2E(p)−K(p)]

}
/k,

y =
2

k

∣∣p[(−1)n − cosϕ]
∣∣

 (1.56)

によって求められる．ここで，ϕは −nπ から +π/2まで変化する．

横方向の変位 h/Lは，n = 1, 2, 3, · · · に対する PL2/(EI)の関数として表される (18)．

この関数を，図 1.15のグラフに示す．

図からわかるように，n = 0, 1, 2, · · · のすべての値に対して分岐が存在している．K(p)

の性質から，異なる nに属する分岐は決して交わらない．というのも，k や h(したがっ
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て p)が与えられると，関数 K(p)は 2つ以上の異なった値をとるからである．図に書き

込まれた長方形 a′b′c′d′ は，横軸の値 k2L2 に属する P による最大曲げモーメントに比例

する．

1.8 柱への偏心負荷

荷重に偏心量を与えると，これまでに示した結果にどのようなそしてどれほどの影響を

及ぼすかという問題を考えよう．荷重が柱に直接作用するのではなく，剛体棒を介して作

用するとしても，柱の変形形状は変わらないことにまず留意しよう．この様子を図 1.16

に示す．この柱の解は

ke =
2p cosϕB

1− 2p2 sin2 ϕB
,

s = F (p, ϕB)/k

 (1.57)

に依存する．e, s および P を与えると，式（1.57）より pと ϕB が求められる．この柱の

先端の横方向の変位は
yB = 2p(1− cosϕB)/k

より求められる．通常は，偏心量が小さい場合に関心がある．もしも，eが微小な量であ

れば，式（1.57）から，p や cosϕB のどちらかあるいは両方が微小量であることがわか

る (19)．

もしも，p = ε（ここで，εは微小な正の数）なら，柱の先端変位は

yB = e(1/ cos ks− 1)
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である．このたわみ yB と偏心量 e は同じオーダーの大きさである．

もしも，ϕB = 2δ（ここで 2δ は微小量）なら，

e =
[
4δp/(1− 2p2)

]
/k,

s =
[
K(p)− 2δ(1− p2)−

1
2

]
/k,

yB = 2p(1− 2δ)/k

となる．

最後に，もしも，pと cosϕB ともに微小量（ε, 2δ）であれば，2次の微小項および高次

項を省略して

e = 4δa/k, s = (π/2− 2δ)/k, yB = 2ε(1− 2δ)/k

を得る．この場合には，ϕB はほぼ π/2となり，yB は ε のオーダーだが，eに比べてま

だ大きい．

図 1.15の破線は，偏心量が小さい場合を示している．e = 0と e ̸= 0 の差の最大値は

臨界点近傍で生じることがはっきりと読み取れる．Pcr を超えるとそれぞれの線はほとん

ど重なる．

1.9 曲げに基づく柱のひずみエネルギー

もともと真っ直ぐであった棒を半径 r の円形状に曲げたときにする仕事は

U =
EI

2r2
L

である．直線から円弧へと曲げられた棒に蓄えられるひずみエネルギーを表すこの式は，

剛体棒や弾性棒の両者に適用できる．というのも，両者ともに，曲げられている間は一定

の曲げモーメントによって変形が生じているからである．しかし，曲げモーメントの代わ

りに力によって生み出されるひずみエネルギーの場合は話が変わってくる．この理由は，

通常の解析では，曲げに基づくひずみエネルギーは

U =

∫ l

0

EI

2

(
d2y

dx2

)2

dx

であり，これは y′′ = 1/rに基づいているからである．

微小要素 dsが，直線状態から図 1.13のように曲がった状態に変わる間に曲げモーメン

トによってなされる仕事は

dU =
EI

2r2
ds

である．ここで，1/r は曲率を表す．式（1.3）より，1/r = −yk2 であるから，dU =

(y2Pk2/2)dsとなる．
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波状エラスティカ（p < 1）に対しては

dU = 2P
p2 cos2 ϕ dϕ

k(1− p2 sin2 ϕ)
1
2

(1.58)

であり，図 1.3に示した区間 ABに蓄えられるひずみエネルギーは

U =
2Pp2

k

∫ ϕ

0

cos2 ϕ dϕ

(1− p2 sin2 ϕ)
1
2

=
2P

k

[
E(p, ϕ)− (1− p2)F (p, ϕ)

]
(1.59)

となる．

s = F (p, ϕ)/k であり，かつ，式（1.20）より x = 2E(p, ϕ)/k − s でもあるので式

（1.59）は
U = P

[
x+ (2p2 − 1)s

]
(1.60)

と表される．

無限長棒の場合には，p = 1 となることに留意してひずみエネルギーを考える．した

がって式（1.38）より

dU =
2P

k
cosϕ dϕ

これより

U =
2P

k
sinϕ =

2P

k
tanh ks = P (x+ s) (1.61)

を得る．これが，点 Aから測って sの長さを有する，図 1.7に示した無限長棒に蓄えられ

るひずみエネルギーである．

ノーダルエラスティカに蓄えられるひずみエネルギーは，以下のように計算される．

すなわち，微小長さ dsに蓄えられるひずみエネルギーは

dU = (Py2k2/2)ds

である．また，微小長さは

ds =
hp2d(θ/2)

2
[
1− p2 sin2(θ/2)

] 1
2

と表されるから

dU = Ph
[
1− p2 sin2(θ/2)

] 1
2 d(θ/2)

したがって
U = PhE(p, θ/2) = P

[
x+ (2/p2 − 1)s

]
(1.62)

となる．なお，この結果の導出には，式（1.27）および式（1.28）を利用している．

一例として，長さ 4Lの真直ぐな棒を考え，図 1.17に示すように，3つの異なる変形形

状に曲げられた場合を考えよう．大きな円では，曲げモーメント，せん断力そして軸力を

伝達しうる（トルクは伝達し得ない）1つの節点で結びつけられている．この円を直径の
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a

b

c

0.636L
1.272L
1.56L

図 1.17

回りにねじると，図 1.17に示す形状 (b) が得られる．端点が合致するまで (b)の形状を

折り曲げるとすると，棒は形状 (c)のような二重円になるだろう（曲げに対する抵抗に比

べてねじりへの抵抗は非常に小さいものと仮定する）．以上の 3つの異なった変形形状に

対するひずみエネルギーは，以下のように計算される．

大円のひずみエネルギーは
Ua = 2LPcr

であり，小さな二重円のひずみエネルギーは

Uc = 8LPcr, ここで，Pcr = π2EI/(4L2)

となる．

(b)については，このような特別な曲げ状態では，p = 0.908，P = 2.19Pcr と，すでに

1.3節で計算している．この値を波状エラスティカのひずみエネルギー式に代入して，

Ub = 5.65PcrL

を得る．

したがって，変形形状 (a)，(b)および (c)のひずみエネルギーの比は 1 : 2
√
2 : 4とな

る．なお，Ub を計算するときには，式（1.59）の不完全楕円積分をK(p)と E(p)に置き

換えて計算している．

1章の参考文献

(1) Euler, Methodus Inveniendi Lineas Curvas(1744).

(2) Lagrange, Sur la Force des Ressorts Pliès, Mèm. Acad. Berlin(1770).
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6.6 コイルばねの大変形

はじめに，コイルばねは長さ方向にわたって同一の曲げ剛性を有するものとして考え

る．その後，点 Aにおいてこのばねを固定し，変形後の中心線は図 6.3に示すようになっ

ているものとする．すべての断面における軸力は θ に依存しているから，変形後の形状

ABC のばねのピッチは点ごとによって変化する．このことにより，ばねは曲げ剛性の

変化する棒と等価となる．しかしながら，せん断力も存在し，たわみやすい棒の場合に

は，それが曲率へ及ぼす影響を無視することはできない．加えて，ピッチが変わるために

ABCに沿ったせん断剛性も変化する．最後に，たわみやすい棒の解析が基本とする不伸

長性（inextensibilty）はここでは仮定しない．というのも，負荷前後で，ばねの長さは大

きく異なるからである (8)．

s, Lおよび bを，荷重 P が作用したときの弧の長さ AB，長さ ABC およびピッチと

する．そして，s0, L0 および b0 を負荷前のそれらの寸法とする．無負荷状態でのばねの

軸，曲げおよびせん断剛性は，それぞれ

A0 =
GIb0
πR3

, B0 =
2EGIb0

πR(E + 2G)
, C0 =

EIb0
πR3

と表される．ここで，Rはコイルの半径，I は素線の直径に関する断面 2次モーメントで

ある (9)．この式は，円形断面の素線から作られたコイルばねに適用できる．もしも，円
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形以外の断面の場合には剛性の式に形状係数（shape factor）を含める式になる (10)．

T , S および M をそれぞれ点 B における軸力，せん断力および曲げモーメントとす

ると

T = −P cos θ, S = P sin θ, M = P

∫ L

s

sin θ ds (6.25)

と表される．

A, B および C を，ばねが荷重 P を受けているときの点 B の剛性とする．T/A0 =

(b− b0)/b0 より

A = A0
b

b0
= A0

[
1− P

A0
cos θ

]
, B = B0

b

b0
= B0

[
1− P

A0
cos θ

]
,

C = C0
b

b0
= C0

[
1− P

A0
cos θ

] (6.26)

を得る．この式から剛性は θの関数となる．変形したばねの軸の微分方程式は

dθ

ds
=
M

B
+

1

C

dS

ds
(6.27)

である．この式（6.27）に式（6.25）と式（6.26）を代入すると

(1− τ cos θ)
dθ

dσ
= β

∫ 1

σ

sin θ dσ (6.28)

を得る．ここで，

σ =
s

L
, λ =

P

A0
, β =

L2P

B0
, ν =

P

C0

であり，µをポアソン比として

λ+ ν = τ =
πPR3

EIb0
(3 + 2µ)
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である．式（6.27）を σ に関して微分し，その後に積分すると

(1− τ cos θ)2
( dθ
dσ

)2
= β(2 cos θ − τ cos2 θ +H) (6.29)

を得る．ここで，H は積分定数である．境界条件から

dθ

dσ
= L

(dθ
ds

)
θ=γ

= 0

となる．したがって
H = [(1− τ cos γ)2 − 1]/τ

が導かれる．これより，式（6.29）は

(1− cos θ)2
( dθ
dσ

)2
=
β

τ

[
(1− τ cos γ)2 − (1− τ cos θ)2

]
(6.30)

となる．一方，先の表記法から ( τ
β

) 1
2

=
R

L

(3 + 2µ

2 + µ

) 1
2

であるので，

dσ =
√
f
R

L

(1− τ cos θ)dθ

[(1− τ cos γ)2 − (1− τ cos θ)2]
1
2

(6.31)

となる．ここで，

f =
3 + 2µ

2 + µ

とする．

さて，
U(θ) = (1− τ cos γ)2 − (1− τ cos θ)2

とおくと，式（6.31）は

ds =
√
fR

(1− τ cos θ)dθ

[U(θ)]
1
2

(6.32)

と表され，これを積分して

L =
√
fR

∫ γ

0

(1− τ cos θ) dθ

[U(θ)]
1
2

(6.33)

を得る．さらに，
b− b0
b0

=
ds− ds0
ds0

=
T

A0
より，

ds

ds0
= 1− λ cos θを得る．これより

L0 =
√
fR

∫ γ

0

(1− τ cos θ) dθ

(1− λ cos θ)[U(θ)]
1
2

(6.34)

となり，この式から γ を得ることができる．



6.6 コイルばねの大変形 207

式（6.34）を標準的な楕円積分で表すために z = cos θ の関係を導入する．そうすると

dθ = − dz

(1− z2)
1
2

であるから，式（6.34）は

L0 =
√
f
R

λτ

∫ cos γ

1

(1− τz)dz

(z − 1/λ)
[
(z − 1)(z + 1)(z − cos γ)(z + cos γ − 2/τ)

] 1
2

(6.35)

と変形される．この積分は，第 3種の楕円積分（elliptic integral of the third kind）の

形に変形できる (11)．

γ を得るためのもう 1つの方法は，式（6.33）の被積分項を級数に展開し項別積分をす

ることである．その結果は

2
√
β = π(1− τ)−

1
2S1,

S1 = (1− τ) +
1

4
sin2(γ/2) +

1

64

9− 8τ

1− τ
sin4(γ/2) + · · ·

 (6.36)

となる．同様に式（6.34）を級数展開すると

L0/L = (1− λ)−1(1− S2/S1),

S2 = λ
1− τ

1− λ
sin2(γ/2) +

λ

8

(3− 15λ+ 2τ + 10λτ)

(1− λ)2
sin4(γ/2) + · · ·

 (6.37)

を得る．式（6.36）と 式（6.37）の積を作ると

2
√
β(L0/L) = π(1− λ)−1(1− τ)−

1
2 (S1 − S2)

すなわち，
2

π
√
f

L0

R

[
τ(1− τ)

] 1
2 (1− λ) = S1 − S2

= (1− τ) + a1 sin
2(γ/2) + a2 sin

4(γ/2) + · · ·

 (6.38)

となる．式（6.38）から γ は λおよび τ のみに依存していることがわかる．これは( τ
β

) 1
2

=
R

L

√
f

という関係にあるからである．S1 − S2 の項において sin4(γ/2) までの展開とすれば

sin2(γ/2) ≈ −a1 + (a21 + 4a0a1)
1
2

2a2
(6.39)

を得る．もし µが与えられれば，λ = cτ の関係があるので a0, a1 および a2 は τ だけに

依存する．もしも µ = 0.3なら，λ = 0.722τ ,
√
f = 1.25となる．これらの値を用いれば

a0 =
2

π
· 1

1.25

L0

R

[
τ(1− τ)

] 1
2 (1− 0.722τ)− (1− τ),

a1 =
1

4
− 0.722τ

1− τ

1− 0.722τ
,

a2 =
1

64

9− 8τ

1− τ
− 0.722

8
τ
3− 8.33τ + 7.22τ2

(1− 0.722τ)2
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を得る．

sin2(γ/2)の計算を容易にするために，図 6.4にその図表を示す．この図より sin2(γ/2)

は 2L0/R およびパラメーター t = P/Pcr に依存していることがわかる．ここで Pcr は，

座屈時の臨界荷重（critical load）である．この臨界荷重は式（6.40）から計算される．

8 10 12 14

0

0.5

t =1.00

t =1.05
t =1.10

t =1.20

t =1.30

02L
R

2sin
2

0.3

0.7
t =1.50

0.1

図 6.4 Mizuno(8) による

γ = 0 のときは，コイルばねが載荷可能な荷重は座屈荷重 Pcr となる．したがって，

S1 = 1− τcr および 2
√
βcr = π(1− τcr)

1
2 となる．少しの計算をすれば

1

4βcr/π2 + νcr
=

1

λcr

( 1

1− λcr
− 1
)

を得る．また

λcr =
Pcr
A0

, βcr =
Pcr
B0

L2
cr, νcr =

Pcr
C0

,

さらに Lcr = (1− λcr)L0 の関係から，この臨界荷重は

Pcr =
π2B0

LcrL0

1

4 + π2B0/(L2
crC0)

(6.40)

となる．ここで，差し当たっては Lcr は未知数である．さらに，

Pcr/A0 = λcr = (L0 − Lcr)/L0

なので，ここで 1− λcr = Lcr/L0 = j とおけば，式（6.40）は

4j3 − 4j2 +
π2B0

L2
0

j
( 1

C0
+

1

A0

)
− π2B0

L2
0C0

= 0 (6.41)
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と変形できる．この式から j を求めることができ，それゆえ，式（6.40）から Pcr を得る

ことができる．

γ = 0のとき，すなわち座屈が開始するよりも以前のときは，S2 = 0であり，したがっ

て L0/L = 1/(1− λ)である．これより，座屈開始前のばねの短縮に関する以下のような

式が得られる．

δy = 2(L0 − L) = 2λL0 = 2L0
P

A0
= 2P

πR3L0

GIb0

ここで，もしも，n = 2L0/b0 =コイルの巻き数，d = 素線の直径，とすると

δy = P
64nR3

d4G

を得て，これは通常のコイルばねの解析結果に一致する．

ばねの中心線の変位については，P > Pcr ならば，水平変位は

h =

∫ L

0

sin θ ds = R
√
f

∫ γ

0

(1− τ cos θ) sin θ dθ

[U(θ)]
1
2

=
√
f
R

τ
[(1− τ cos γ)2 − (1− τ)2]

1
2

(6.42)

となる．垂直変位 v は，式（6.42）の被積分項の sin θを cos θ に置き換えて得られ，

v = R
√
f

∫ γ

0

(1− τ cos θ) cos θ dθ[
U(θ)

] 1
2

(6.43)

となる．z = cos θ を代入すると，式（6.43）は以下の種類の積分形に変形される．∫ z

1

z

[V (z)]
1
2

dz また，
∫ z

1

z2

[V (z)]
1
2

ここで，V (z)は z の 4次式である．

あるいは，

v = L0(1− λ)
(S1 − S3

S1 − S2

)
(6.44)

とも表される．ここで，

S3 = (1− τ) sin2(γ/2) +
1

8
(3 + 2τ) sin4(γ/2) + · · ·

である．

座屈後のばねの長さは式（6.33）から得られる．

以上の議論は，コイル同士が変形中に接触しないコイルばねに対して適用可能である．

また，本解析ではコイルの半径は変化しないこと，すなわち負荷前後でのコイル半径は大

きく変化しないことを仮定している．もしも，コイルが P < Pcr である軸圧縮力のみで
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変形するとすれば，式（6.24）で Mi = 0 とすればよい．Rをつるまき線の半径，α をそ

の傾き角とすれば，変形後の半径 R1 と変形後の傾き角 α1 は，以下の連立方程式

P cosα1 =
C

R1
(V1 − V ),

P sinα1 =
B

R1
(W1 −W )

 (6.45)

の解として得られる．
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(6) Hess, W., Über die Biegung und Drillung eines unendlich dünnen Stabes mit
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本書は，はりの大たわみ（大変形）を扱った論文では必ずと言っていいほどに引用され

る名著「Flexible Bars」，R. Frisch-Fay 著，Butterworths（1962）の翻訳である．

和書ではこの種の内容を専門的に扱った著書がほとんど見当たらなく，この分野の基礎理

論や研究手法を学ぶのにふさわしい内容を備えているために，非才を顧みずに訳書の出版

を思い立った．Fayの本訳書が，日本におけるこの分野の発展に対して少しでも貢献する

のであれば，訳者にとってこれに勝る喜びはない．

はじめに，あとがきとしては相応しいことではないと思われるが，原著書との個人的な

つながりをいささかの感慨を交えて述べたいと思う．
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のスタートであった．誰からも研究の指示を受けない点では全くの自由な立場であった

が，何の実績も持たない人間が研究テーマを一人で探すということになり，自らの選択で

あったとはいえ，その自由への代償は大きかった．それは，4年ほどの試行錯誤を伴う研

究テーマの手探りという，きびしい現実であった．（たいした能力のないものが「自由」を

振りかざすと，大きな代償を伴うことを学んだ 4年間であった．一方，この 4年間の経験

により，研究者として自立するために必要な要素を自ら学ぶことができたのは大きな収穫

であった．）

この彷徨のさなか，倉西正嗣先生の著書「弾性学」（復刻版，国際理工学研究所，1970）

のなかで述べられていたはりの大たわみの問題に対し，当時，新しい手法として注目を浴

びていた境界要素法と反復解法とを組み合わせると，汎用的な手法にも拘わらず厳密解と

同程度の精度を持つことを見いだし，初めての論文（3章の追加参考文献 (10)）を 1985

年に著すことができた．

その単著論文は，卒業論文や修士論文の研究テーマとはまったくかけ離れた，独力で開

拓したものであったので，私の心に深く刻まれている．その論文で扱ったはりの大たわみ
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著，「Flexible Bars」との出会いである．
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